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ABSTRACT 

The advancement of robotics demands robotic manipulators to operate with high precision and safety. Therefore, control 

design cannot rely solely on kinematic analysis but must incorporate dynamic modeling capable of describing the relationship 

between joint position, velocity, acceleration, and actuator torque. This research develops a dynamic model of a two-degree-

of-freedom robotic arm based on Denavit–Hartenberg (DH) parameters and the Lagrange–Euler formulation to evaluate the 

joint torque requirements along a predefined motion trajectory. The dynamic model is derived symbolically, resulting in the 

formulation 𝜏(𝑞, 𝑞̇, 𝑞̈) = 𝐷(𝑞)𝑞̈ + ℎ(𝑞, 𝑞̇) + 𝑐(𝑞) and is evaluated numerically using a sinusoidal trajectory with parameters 

𝑚1 = 0.75 kg, 𝑚2 = 0.40 kg, 𝐿1 = 0.19 m, 𝐿2 = 0.20 m, and 𝑔 = 9.81 m/s
2
over a time interval of 0–5 s (𝛥𝑡 = 0.01 s). 

Simulation results indicate that the joint position responses reach approximately 𝑞1 ≈ ±1 radand 𝑞2 ≈ 0.5 rad. Meanwhile, 

the joint torques exhibit significant differences: the second joint torque is dominant, ranging between 𝜏2 ≈ 1.05and 1.20 Nm, 

whereas the first joint torque remains relatively small, around 𝜏1 ≈ −0.04to 0.04 Nm. These results indicate that the largest 

effective load is concentrated on the second joint. Therefore, actuator selection and dynamic compensation strategies should 

be prioritized for Joint 2. 

  
Keywords: 2-DOF robotic arm, Denavit–Hartenberg method, Lagrange–Euler formulation, dynamic modeling, joint torque. 

 

ABSTRAK 

Perkembangan robotika menuntut robot lengan bekerja dengan presisi dan aman, sehingga perancangan kendali tidak cukup hanya 

mengandalkan kinematika, tetapi memerlukan model dinamik yang mampu memetakan hubungan antara posisi, kecepatan, percepatan 

sendi, dan torsi aktuator. Penelitian ini merancang model dinamika robot lengan 2-DOF menggunakan parameter Denavit–Hartenberg 

(DH) dan pendekatan Lagrange–Euler untuk menganalisis kebutuhan torsi pada setiap sendi selama mengikuti lintasan gerak tertentu. 

Model dinamik diturunkan secara simbolik sehingga diperoleh bentuk 𝝉(𝒒, 𝒒̇, 𝒒̈) = 𝑫(𝒒)𝒒̈ + 𝒉(𝒒, 𝒒̇) + 𝒄(𝒒), kemudian dievaluasi secara 

numerik pada lintasan sinusoidal dengan parameter 𝒎𝟏 = 𝟎, 𝟕𝟓kg, 𝒎𝟐 = 𝟎, 𝟒𝟎kg, 𝑳𝟏 = 𝟎, 𝟏𝟗m, 𝑳𝟐 = 𝟎, 𝟐𝟎m, dan 𝒈 = 𝟗, 𝟖𝟏m/s² 

selama 0–5 s (𝜟𝒕 = 𝟎, 𝟎𝟏 s). Hasil simulasi menunjukkan bahwa respon posisi sendi mencapai sekitar 𝒒𝟏 ≈ ±𝟏rad dan 𝒒𝟐 ≈ 𝟎, 𝟓rad, 

sedangkan torsi sendi memperlihatkan perbedaan kebutuhan yang signifikan: torsi sendi kedua dominan dan berada pada kisaran 𝝉𝟐 ≈
𝟏, 𝟎𝟓–𝟏, 𝟐𝟎 Nm, sementara torsi sendi pertama relatif kecil di sekitar 𝝉𝟏 ≈ −𝟎, 𝟎𝟒 hingga 𝟎, 𝟎𝟒 Nm. Sehingga dari hasil penelitian 

mengindikasikan bahwa beban efektif terbesar berada pada sendi kedua, sehingga pemilihan aktuator dan strategi kompensasi dinamika, 

perlu diprioritaskan terutama pada Joint 2. 

    
Kata Kunci: Robot lengan 2-DOF, Denavit–Hartenberg, Lagrange–Euler, pemodelan dinamik, torsi sendi. 

 

I. PENDAHULUAN  

Perkembangan robotika saat ini menuntut robot lengan 
untuk mampu bekerja secara presisi, adaptif, dan aman pada 
berbagai skenario aplikasi, seperti otomasi industri, layanan 
kesehatan, sistem edukasi, serta pengujian konsep kendali 
robotik. Perkembangan sistem aktuator, kendali servo, dan 
kendali perangkat elektronik juga menunjukkan bahwa aspek 
pengendalian presisi menjadi bagian penting dalam 
implementasi sistem otomatis modern [1], [2]. Dalam 
aplikasi tersebut, robot lengan tidak hanya dituntut mampu 

mencapai posisi tertentu, tetapi juga harus mampu bergerak 
dengan respons dinamik yang sesuai. Oleh karena itu, 
perancangan sistem robot lengan tidak cukup hanya 
didasarkan pada analisis kinematika, melainkan juga 
memerlukan pemodelan dinamik yang mampu 
menggambarkan hubungan antara posisi, kecepatan, 
percepatan sendi, dan torsi aktuator [3], [4]. 

Robot lengan planar 2-DOF merupakan salah satu 
konfigurasi dasar yang banyak digunakan dalam kajian 
pemodelan dan pengendalian robot manipulator. Meskipun 
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memiliki struktur yang relatif sederhana, robot lengan 2-DOF 
tetap merepresentasikan karakteristik penting dari sistem 
robotik, seperti pengaruh massa link, panjang link, inersia, 
kopling antar-sendi, gaya Coriolis–sentrifugal, dan pengaruh 
gravitasi. Dengan demikian, pemodelan dinamik robot 
lengan 2-DOF menjadi penting karena dapat digunakan 
sebagai dasar untuk memahami kebutuhan torsi pada masing-
masing sendi sebelum sistem diterapkan pada tahap 
perancangan aktuator dan sistem kendali [5].  

Pendekatan yang dapat digunakan untuk menyusun 
model dinamik robot lengan adalah formulasi Lagrange–
Euler [6]. Formulasi ini menurunkan persamaan gerak 
berdasarkan energi kinetik dan energi potensial sistem, 
sehingga menghasilkan persamaan dinamik yang 
menggambarkan hubungan antara torsi sendi dan variabel 
gerak robot. Melalui pendekatan ini, torsi aktuator dapat 
dievaluasi sebagai fungsi dari posisi sudut, kecepatan sudut, 
dan percepatan sudut sendi. Model dinamik yang diperoleh 
dapat digunakan sebagai dasar dalam analisis performa robot, 
pemilihan aktuator, dan pengembangan strategi kompensasi 
dinamika pada sistem kendali [7], [8]. 

Selain formulasi dinamika, struktur kinematika robot 
lengan perlu direpresentasikan secara sistematis. Salah satu 
metode yang umum digunakan adalah parameter Denavit–
Hartenberg (DH). Parameter DH memudahkan pendefinisian 
hubungan antar-link melalui matriks transformasi homogen, 
sehingga posisi dan orientasi setiap link dapat ditentukan 
secara terstruktur. Pada robot lengan 2-DOF, parameter DH 
digunakan untuk membangun hubungan antara link pertama 
dan link kedua, menentukan posisi pusat massa masing-
masing link, dan menjadi dasar dalam penyusunan model 
dinamik berbasis formulasi Lagrange–Euler [9], [10], [11]. 

Perangkat lunak komputasi memberikan kemudahan 
dalam proses penurunan dan implementasi model dinamik. 
Persamaan dinamik yang melibatkan komponen inersia, 
Coriolis–sentrifugal, dan gravitasi dapat diturunkan secara 
simbolik serta dievaluasi secara numerik menggunakan 
parameter fisik robot. Hal ini membantu mengurangi potensi 
kesalahan aljabar dalam penurunan persamaan secara 
manual. Pendekatan komputasi pada penelitian digunakan 
untuk menyusun model dinamik robot lengan planar 2-DOF 
berdasarkan parameter Denavit–Hartenberg dan formulasi 
Lagrange–Euler, kemudian mengevaluasi kebutuhan torsi 
pada masing-masing sendi terhadap lintasan gerak tertentu 
[12]. 

Beberapa penelitian sebelumnya telah membahas 
pemodelan, simulasi, dan pengendalian robot lengan dua link 
atau 2-DOF, baik menggunakan pendekatan kendali adaptif, 
sliding mode, model predictive control, maupun simulasi 
berbasis perangkat lunak. Namun, masih diperlukan 
pembahasan yang secara runtut menjelaskan hubungan antara 
parameter DH, pembentukan model dinamik Lagrange–
Euler, dan evaluasi karakteristik torsi sendi pada lintasan uji 
tertentu. Pemodelan dinamik robot lengan 2-DOF pada 
penelitian ini menggunakan metode Denavit–Hartenberg 
untuk mengevaluasi torsi Joint 1 dan Joint 2. Hasil penelitian 
diharapkan dapat menjadi dasar dalam pemilihan aktuator 
dan pengembangan strategi kendali yang sesuai dengan 
karakteristik dinamika robot lengan 2-DOF [13], [14]. 

II. METODE  

Robot lengan dapat dimodelkan melalui pendekatan 
kinematika maupun dinamika [15]. Pada penelitian ini 

menggunakan pemodelan dinamika dengan tujuan utama 
adalah mengevaluasi torsi sendi yang dipengaruhi oleh 
inersia link, kopling antar sendi, dan gravitasi. Pendekatan 
yang digunakan adalah parameterisasi Denavit–Hartenberg 
(DH) untuk membangun transformasi antar-link, kemudian 
penurunan dinamika menggunakan formulasi Lagrange–
Euler sehingga diperoleh persamaan torsi sebagai fungsi 
keadaan sendi [16].  

Plant pada penelitian ini adalah robot lengan 2-DOF 
dengan dua sendi revolute, panjang link (𝐿1

, 𝐿2), massa link 
(𝑚1

, 𝑚2), dan variabel sendi (𝑞1
, 𝑞2) [17], [18]. Ilustrasi 

konfigurasi robot ditunjukkan pada Gambar 1. 

 
Gambar 1. Skema robot lengan planar 2-dof 

 
Kinematika disusun menggunakan tabel DH dengan 

format [𝜃, 𝛼, 𝑎, 𝑑]. Pada penelitian ini ditetapkan: 

Joint-1 : [𝜃1 = 𝑞1, 𝛼1 =
𝜋

2
, 𝛼1 = 0, 𝑑1 = 𝐿1] 

Joint-2 : [𝜃2 = 𝑞2, 𝛼1 = 0, 𝛼2 = 𝐿2, 𝑑1 = 0] 

Matriks transformasi homogen standar DH digunakan 
untuk memperoleh transformasi antar link dan transformasi 
kumulatif basis–link. Tahap ini menjadi dasar untuk 
menghitung posisi pusat massa tiap link pada kerangka 
global. 

Pusat massa didefinisikan pada kerangka lokal masing-
masing link dalam koordinat homogen:  

Link-1; 𝑅1 = [0, 0,   𝐿1/2,   1]𝑇 

Link-2; 𝑅2 = [𝐿2/2, 0,   0,   1]𝑇 

Definisi pusat massa ini digunakan dalam penyusunan 
komponen gaya gravitasi serta pembentukan matriks inersia 
spasial pada proses penurunan model dinamik robot lengan. 
Model dinamik disusun dalam bentuk standar: 

 𝜏(𝑞, 𝑞̇, 𝑞̈) = 𝐷(𝑞)𝑞̈ + ℎ(𝑞, 𝑞̇) + 𝑐(𝑞)  (1) 

dengan 𝜏 =  [𝜏1 𝜏2]𝑇 𝜏:  adalah vektor torsi sendi, 
𝐷(𝑞)matriks inersia, ℎ(𝑞, 𝑞̇)komponen Coriolis–sentrifugal, 
dan 𝑐(𝑞) komponen gravitasi. 

Pada implementasi, elemen 𝐷, ℎ, dan 𝑐 dihitung secara 
sistematis melalui matriks turunan 𝑈𝑖𝑗  (berbasis operator 𝑄) 

dan matriks inersia spasial 𝐽𝑖, sehingga persamaan torsi dapat 
diturunkan secara simbolik dan disederhanakan. 
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Momen inersia tiap link diasumsikan mengikuti model 
batang homogen: 

 𝐼𝑖 =
1

3
𝑚𝑖𝐿𝑖

2  (2) 

Tensor inersia disusun diagonal, kemudian 
digabungkan dengan massa dan lokasi pusat massa untuk 
membentuk matriks inersia spasial 𝐽𝑖 yang digunakan pada 
perhitungan komponen dinamik. 

Persamaan torsi yang telah diperoleh secara simbolik 
disederhanakan dengan simplify, lalu dibentuk evaluator 
numerik: 

𝜏 = 𝑓(𝑞, 𝑞̇, 𝑞̈, 𝐿, 𝑚, 𝑔) (3) 

Evaluator dibangun menggunakan substitusi (subs) dan 
konversi numerik (double) sehingga torsi dapat dihitung 
untuk setiap sampel waktu simulasi. Lintasan sendi 
didefinisikan sebagai: 

𝑞(𝑡) = [
si n(𝑡)

0.5si n(0.5𝑡)
] 

𝑞̇(𝑡) = [
cos(𝑡)

0.25co s(0.5𝑡)
] 

                       𝑞̈(𝑡) = [
−sin(𝑡)

−0.125sin(0.5𝑡)
]                   (4) 

Pada setiap 𝑡𝑘, nilai 𝑞(𝑡𝑘), 𝑞̇(𝑡𝑘), 𝑞̈(𝑡𝑘)dihitung, 
kemudian torsi dievaluasi dengan (3) dan disimpan sebagai 
data 𝜏1(𝑡), 𝜏2(𝑡). Data posisi sendi 𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡) juga 
disimpan untuk verifikasi lintasan.  

III. HASIL DAN PEMBAHASAN  

Pengujian pemodelan dinamik manipulator 2-DOF 
dilakukan melalui simulasi komputer untuk memperoleh 
respon posisi sendi dan respon torsi sendi pada lintasan uji 
yang telah ditentukan berdasarkan parameter pada Tabel 1. 

TABEL 1. PARAMETER SIMULASI DAN ROBOT 

Parameter Simbol Nilai Satuan 

Massa lengan pertama (𝑚1) 0,75 kg 

Massa lengan kedua (𝑚2) 0,40 kg 

Panjang lengan pertama (𝐿1) 0,19 m 

Panjang lengan kedua (𝐿2) 0,20 m 

Gravitasi (g) 9,81 m/s² 

Rentang durasi simulasi (t) 0–5 s 

Selang waktu perhitungan (∆𝑡) 0,01 s 

 
Respons torsi sendi yang dihasilkan ditunjukkan pada 

Gambar 2. Dari grafik terlihat bahwa torsi pada Joint 2 secara 
konsisten lebih besar dibandingkan Joint 1 sepanjang waktu 
simulasi. Torsi Joint 1 berada pada kisaran kecil dan 
mendekati nol, yaitu sekitar 𝜏1 ≈ −0,04 hingga 0,04 Nm. 
Sebaliknya, torsi Joint 2 bersifat dominan dan berada pada 
kisaran 𝜏2 ≈ 1,05–1,20 Nm, dengan variasi yang mengikuti 
perubahan posisi dan percepatan sudut sendi. Perbedaan 
karakteristik ini menunjukkan bahwa beban dinamik utama 
robot lengan ditanggung oleh sendi kedua. 

Hasil simulasi pemodelan dinamik robot lengan planar 
2-DOF ditunjukkan melalui respons posisi sudut sendi dan 
respons torsi sendi terhadap lintasan gerak yang diberikan. 
Gambar 3 memperlihatkan respons posisi sudut sendi 𝑞1dan 
𝑞2 selama interval waktu simulasi 0–5 s. Terlihat bahwa 
kedua sudut sendi mengikuti lintasan yang halus dan kontinu 

tanpa adanya osilasi atau diskontinuitas yang signifikan. 
Amplitudo maksimum sudut sendi pertama mencapai sekitar 
𝑞1 ≈ ±1rad, sedangkan sudut sendi kedua memiliki 
amplitudo yang lebih kecil, yaitu sekitar 𝑞2 ≈ 0,5rad. Hal ini 
menunjukkan bahwa sendi pertama berperan utama dalam 
mengatur orientasi global lengan, sementara sendi kedua 
berfungsi sebagai penyesuaian posisi ujung lengan. 

 
Gambar 2. Respons torsi sendi untuk robot lengan 2-DOF 

 
Gambar 3.  Respons posisi sendi untuk manipulator 2-DOF 

Keterkaitan antara Gambar 2 dan Gambar 3 
menunjukkan bahwa meskipun amplitudo gerak 𝑞2 lebih 
kecil dibandingkan 𝑞1, kebutuhan torsi pada Joint 2 tetap 
lebih besar. Hal ini menegaskan bahwa besarnya torsi tidak 
hanya dipengaruhi oleh amplitudo sudut gerak, tetapi juga 
oleh distribusi massa, panjang link, dan pengaruh inersia. 
Dengan demikian, hasil simulasi ini memberikan dasar yang 
jelas bahwa perancangan aktuator dan sistem kendali robot 
lengan 2-DOF perlu memprioritaskan Joint 2 dari sisi 
kapasitas torsi dan penerapan strategi kompensasi dinamika, 
sementara Joint 1 dapat menggunakan aktuator dengan 
spesifikasi torsi yang lebih rendah. 

TABEL 2. HASIL SIMULASI RESPONS POSISI DAN TORSI SENDI 

Variabel 
Nilai 

Minimum 

Nilai 

Maksimum 
Kisaran 

(𝑞1(𝑡)) (rad) ≈ −1,0 ≈ +1,0 
Amplitudo  

≈ ±1rad 

(𝑞2(𝑡))(rad) 
≈0,0/ ≈

−0,5 
≈+0,5 

Amplitudo  

≈ 0,5rad 

(𝜏1(t)) (N·m) ≈−0,04 ≈+0,04 
Torsi kecil, 

mendekati nol 

(𝜏2(t)) (N·m) ≈1,05 ≈1,20 
Torsi dominan, 
beban utama di 

Joint 2 
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Berdasarkan Tabel 2, amplitudo posisi sendi 
menunjukkan bahwa 𝑞1 lebih besar dibandingkan 𝑞2. Namun, 
respons torsi memperlihatkan bahwa kebutuhan torsi pada 
Joint 2 jauh lebih dominan, yaitu pada kisaran 𝜏2 ≈
1,05–1,20 Nm sedangkan torsi pada Joint 1 relatif kecil, 
hanya sekitar 𝜏1 − 0,04–0,04 Nm. Oleh karena itu, 
pemilihan aktuator dan perancangan kompensasi dinamika 
perlu diprioritaskan pada Joint 2. 

IV. KESIMPULAN  

Penelitian ini berhasil mengevaluasi model dinamik 
robot lengan planar 2-DOF menggunakan parameter 
Denavit–Hartenberg dan formulasi Lagrange–Euler untuk 
menghitung kebutuhan torsi sendi pada lintasan gerak 
tertentu. Hasil simulasi menunjukkan respons posisi sendi 
yang halus dan kontinu dengan amplitudo maksimum sekitar 
𝑞1 ≈ ±1rad dan 𝑞2 ≈ 0.5rad. Evaluasi torsi memperlihatkan 
bahwa Joint 2 membutuhkan torsi yang jauh lebih besar 
dibandingkan Joint 1. Dengan demikian, beban dinamik 
utama terkonsentrasi pada sendi kedua, sehingga pemilihan 
aktuator dan perancangan kompensasi dinamika sebaiknya 
diprioritaskan pada Joint 2. 
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